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Diplomová práca sa zaoberá analýzou MKP modelu namáhania súčastí pri prenose 
krútiaceho momentu hriadeľovým spojom pomocou trenia poisteným tesným perom. 
Trenie vzniká  tlakom medzi jednotlivými súčasťami, ktorý vznikol nalisovaním súčastí 
na seba. Nalisovanie je vytvorené zvolením rôznych priemerov súčastí čoho 
výsledkom je jeden spoločný priemer, ktorý vznikol elastickou deformáciou súčastí. 
Nalisovaný spoj má schopnosť sám o sebe prenášať krútiaci moment pomocou trenia. 
Nedokonalé podmienky, často spôsobené opotrebovaním spoju však môžu spôsobiť 
prekĺznutie náboja na hriadeli. Prekĺznutiu môžeme zabrániť vložením pera do drážok 
medzi súčasťami.  
Výhoda je jednoduchá konštrukcia spojenia hriadeľu a náboju čo nachádza uplatnenie 
pri prenose krútiaceho momentu pomocou ozubených kolies, remeníc a ďalších 
súčastí. Najväčšou nevýhodou je požiadavka na presnosť výroby spoločných 
polomerov súčastí, ktorou zabezpečujeme dostatočný tlak na prenos krútiaceho 
momentu vytvorený nalisovaním hriadeľa na náboj. 
Diplomová práca sa taktiež venuje navrhnutiu vložky, nachádzajúcej sa medzi 
hriadeľom a nábojom, ktorej účel je redukovať napätie ostatných súčastí spoju, 
vzniknuté nalisovaním a prenosom krútiaceho momentu. Podstatne jednoduchšia 
konštrukcia vložky oproti náboju, ktorého súčasťou sú väčšinou technologicky náročné 
prvky, umožňuje pri jej poškodení rýchlu a v porovnaní s nábojom aj finančne 
výhodnejšiu výmenu. Veľkou výhodou konštrukcie spoju s použitím vložky je výroba 
samotnej vložky na mieru podľa daných rozmerov hriadeľa a náboja. To nám 
umožňuje klásť menšie nároky na ich výrobu a k nepresnému hriadeľu či náboju 
vyrobiť vložku, ktorá vyhovuje danému spoju. Táto vložka sa dá využiť pri poškodení 
pôvodného spoju a k jeho oprave. 
V prvej kapitole diplomovej práce jednoducho zhrnieme poznatky z teórie 
hrubostenných nádob, potrebné k návrhu nalisovaného spoju a nalisovaného spoju 
s vložkou. 
Druhá kapitola sa zaoberá navrhnutím ideálnych rozmerov spoju vychádzajúcich 
z teoretických výpočtov. Ako prvé budeme navrhovať rozmery klasického spoju 
hriadeľ-náboj. V druhej časti sa venujeme návrhu rozmerov vložky. Vypočítané 
rozmery neskôr použijem k tvorbe MKP modelu. 
Modelovanie a numerické analýzy MKP sme realizovali v programe ABAQUS. Popis 
tvorby modelu je uvedený v kapitole 3. Súčasťou práce bola voľba vhodnej siete 
súčastí, ktorá nám zabezpečí dostatočnú kvalitu výsledkov. 
Štvrtá kapitola sa zaoberá detailnou analýzou rozloženia napätia jednotlivých modelov 
a ich úprav za účelom redukovania maximálneho napätia vzniknutého namáhaním 
spoju. 
V závere sme zhrnuli všetky analýzy modelov ,výhody a zápory  jednotlivých riešení 
spoju. 
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1 Využitie teórie hrubostenných nádob 
Teóriu hrubostenných nádob aplikujeme pri výpočtoch návrhu rôznych strojných 
súčastí, v našom prípade nalisovanie náboja a hriadeľa za účelom prenosu krútiaceho 
momentu pomocou trenia. V prvej kapitole zjednodušene zhrnieme teóriu 
hrubostenných nádob, ktorú následne využijeme v kapitole 2 pri teoretickom návrhu 
hriadeľového nalisovaného spoja, ktorý nám bude slúžiť pre tvorbu MKP modelu.   Pri 
výpočtoch budeme považovať hriadeľ aj náboj za otvorené hrubostenné nádoby (bez 
osového napätia).  
1.1 Teória hrubostenných nádob 
V prvom rade identifikujeme jednotlivé napätia v stene hrubostenných nádob. Na 
vyňatý element hrubostennej nádoby nám pôsobia tri hlavné napätia a to napätie 
radiálne  𝜎𝑟, tangenciálne  𝜎𝑡 a napätie osové  𝜎𝑜 ako je zobrazené na obr. 1. 
 
 
Obr. 1 Element steny nádoby 
 
Teória  hrubostennej nádoby nám hovorí, že radiálne napätie   𝜎𝑟 a napätie 
tangenciálne  𝜎𝑡 v stene nádob sme schopní vypočítať pomocou tlakov na vnútornom 
a vonkajšom plášti nádoby. Vnútorný priemer nádoby budeme označovať 𝑟1  a pôsobí 
na ňom tlak 𝑝1. Vonkajší priemer nádoby budeme označovať 𝑟2  a pôsobí na ňom tlak 
𝑝2. Potom radiálne napätie   𝜎𝑟 a napätie tangenciálne  𝜎𝑡 môžeme vyjadriť ako 
 
  𝜎𝑡(𝑥) = 𝐾 +
𝐶
𝑥2
  (1)  
 
   𝜎𝑟(𝑥) = 𝐾 −
𝐶
𝑥2
   . (2)  
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Čo sú rovnice polytrôp kde, 
𝐾 =
𝑝1 ∙ 𝑟1













2  . (4)  
Výsledný priebeh radiálneho napätia   𝜎𝑟(𝑥) a napätia tangenciálneho 𝜎𝑡(𝑥) v stenách 
nádoby je zobrazený na obr. 2.  
 
Napätie osové nám vzniká pri tzv. nádobách zatvorených. Sú to nádoby, pri ktorých 
vzniká osové napätie  𝜎𝑜 v plášti dôsledkom rozdielu vnútorného tlaku 𝑝1 a vonkajšieho 
tlaku 𝑝2,respektíve vnútorného pretlaku 𝑝 = 𝑝1 − 𝑝2. Zatvorenú nádobu máme 







Obr. 2 Priebeh radiálneho a tangenciálneho napätia v stenách nádoby 
Obr. 3 Zatvorená nádoba 
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Otvorené nádoby sú nádoby, pri ktorých nevzniká osové napätie 𝜎𝑜 v plášti. Tlakový 
priestor nádoby je uzavretý iným telesom, ktoré s nádobou nie je pevne spojené. 
Otvorená nádoba je zobrazená na obr. 4. 
 
 
1.2 Dimenzovanie hrubostenných nádob 
Pri predpoklade, že sú hrubostenné nádoby z húževnatého materiálu, ich môžeme 
dimenzovať napríklad podľa Trescovej teórie, 𝜏𝑀𝐴𝑋, ktorú aj my využijeme pri 
teoretickom výpočte navrhnutia hrubostenných nádob. Z rovníc napätí vyplýva, že 
vždy najväčšie napätie je na vnútornom polomere nádoby, ako je zobrazené na obr. 2.  
Máme 4 rôzne prípady namáhania hrubo stenných nádob a to sú : 
-otvorená nádoba s vnútorným pretlakom, 
-zatvorená nádoba s vnútorným pretlakom, 
-otvorená nádoba s vonkajším pretlakom, 
-zatvorená nádoba s vonkajším pretlakom. 
Pri návrhu spoju náboja a hriadeľa pracujeme so strojnými súčasťami ako s nádobami 
otvorenými a osové napätie neuvažujeme. 
1.2.1 Otvorená  nádoba  s vnútorným pretlakom (𝒑𝟏 > 𝒑𝟐) 
Pre otvorenú nádobu s vnútorným pretlakom podľa obr. 5 platí 
𝜎𝐷 > 𝜎𝑟𝑒𝑑 = 𝜎𝑡(𝑟1) − 𝜎𝑟(𝑟1) . 
 Po dosadení   
𝜎𝑟(𝑟1) = −𝑝1        𝑎     𝜎𝑡(𝑟1) = 2 ∙ 𝐾 + 𝑝1   
Obr. 4 otvorená nádoba 
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dostávame výslednú rovnicu pre dimenzovanie otvorenej nádoby s pretlakom 
 








] . (5)  
 
 
Obr. 5 Priebeh napätia v otvorenej nádobe s vnútorným pretlakom 
 
 
1.2.2 Otvorená  nádoba  s vonkajším  pretlakom (𝒑𝟐 > 𝒑𝟏) 
Pre otvorenú nádobu s vonkajším pretlakom podľa obr. 6 platí: 
𝜎𝐷 > 𝜎𝑟𝑒𝑑 = −𝜎𝑡(𝑟1) . 
Po  dosadení  
 𝜎𝑡(𝑟1) = 2 ∙ 𝐾 + 𝑝1 = 2 ∙
𝑝1 ∙ 𝑟1




2 + 𝑝1    
dostávame výslednú rovnicu pre dimenzovanie otvorenej nádoby s vonkajším 
pretlakom 
 
         − (2
𝑝1 ∙ 𝑟1




2 + 𝑝1 ) < 𝜎𝐷 . (6)  
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1.2.3 Nádoba bez otvoru ( r1=0) 
S týmto prípadom namáhania sa môžeme v praxi stretnúť pri hriadeľoch, na ktoré 













Obr. 6 Priebeh napätia v otvorenej nádobe s vonkajším 
pretlakom 
 
Obr. 7 Nádoba bez otvoru 
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Výsledné napätia nádoby bez otvoru sú 
   𝜎𝑡(𝑥) = −𝑝2 , (7)  
   𝜎𝑟(𝑥) = −𝑝2. (8)  
Z čoho určíme napätie redukované 
  𝜎𝑟𝑒𝑑 = 𝑝2 . (9)  
 
1.3 Nalisované hrubostenné nádoby 
Účelom nalisovania je vniesť predpätie do nádoby. Predpätie v nádobe vytvoríme 
pomocou presahu ∆𝑟2 na polomeri 𝑟2 zobrazenom na obr. 8.  
Priebeh výsledného napätia pri nalisovaní dvoch hrubostenných nádob na seba je 
zobrazený na obr. 9. 
 
Obr. 8 nalisovanie nádob 
 
Obr. 9 Rozloženie napätia v stenách dvoch na seba nalisovaných nádob 
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Pri riešení presahu ∆𝑟2 uvažujeme, že sú nádoby vyrobene z rovnakého  materiálu 
(𝐸𝐼 = 𝐸𝐼𝐼) ,  osové napätie nádob je nulové (𝜎𝑂
𝐼 = 𝜎𝑂
𝐼𝐼 = 0) , deformácie sú malé a 𝑟2
𝐼 ≈
𝑟2










[𝐾𝐼𝐼 − 𝐾𝐼] . (10)  
 
2 Teoretické výpočty násobne nalisovaného spoja 
Kapitola sa zaoberá teoretickým návrhom hriadeľových spojov za účelom prenosu 
krútiaceho momentu pomocou trenia a ideálnym rozložením redukovaného napätia 
v spoji, vzniknutého nalisovaním komponentov na hriadeľ. V kapitole 2.1 sa budeme 
venovať návrhu klasického spoju hriadeľ-náboj. V kapitole 2.2 navrhneme spoj hriadeľ-
vložka-náboj. Výsledky teoretických výpočtov návrhu spojov použijeme následne pre 
tvorbu modelov MKP, potrebných pre analýzu rozloženia napätia v spojoch 
a vyhodnotenie vplyvu vložky na maximálne redukované napätie v spoji. Údaje použité 
pre návrh spojov sú uvedené v tab. 1. 
𝒓𝟐[𝒎𝒎] 𝒓𝟒[𝒎𝒎] 𝒍[𝒎𝒎]  𝑴𝒌[𝑵𝒎𝒎] 𝒇[−] 
15 40 50 250000 0,3 
Tab. 1 Zadanie úlohy 
Kde je 𝑟2  polomer hriadeľa, 𝑟4 je vonkajší polomer náboju, 𝑙 je dĺžka náboju,  𝑀𝑘 je 
krútiaci moment, ktorý má spoj preniesť pomocou trenia a 𝑓 je súčiniteľ trenia . 
 
2.1 Návrh rozmerov spojenia hriadeľ-náboj 
Nalisované spojenie hriadeľ-náboj je klasický spôsob prenosu krútiaceho momentu 
využívaný bežne v praxi. Teoretické výpočty v tejto kapitole nám slúžia k návrhu spoju 
a využijeme ich pri tvorbe MKP modelu hriadeľ-náboj, ktorý je potrebný k identifikácií 
rozloženia napätia v spoji a jeho možnej úprave za účelom dosiahnuťia prívetivejších 
výsledkov pri prenose krútiaceho momentu pomocou trenia. 
 Aby sme zabezpečili prenos krútiaceho momentu  𝑀𝑘 pomocou trenia, musíme 
v mieste styku  vytvoriť dostatočný tlak, ktorý vzniká pri nalisovaní náboja na hriadeľ 
s určitým vzájomným presahom .  
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Bežný spôsob navrhovania presahu hriadeľových spojov je zvolenie maximálneho 
možného tlaku na rozmedzí hriadele a náboja z hľadiska dovoleného napätia 
v súčastiach spoju po nalisovaní podľa vzťahov (5,9) čo nám umožní preniesť 
maximálny možný krútiaci moment  𝑀𝑘. Po nájdení maximálneho možného tlaku 
dopočítame presah ∆𝑟2 podľa vzťahu (10). Z teórie hrubostenných nádob už vieme, že 
hriadeľ bude menej namáhaná súčasť spoju hriadeľ-náboj, preto budeme hľadať 
maximálny možný tlak práve pre náboj podľa rovnice (5). Rozmery úlohy uvažujeme 
podľa  obr. 10, kde 𝑝4 je tlak atmosférický, ktorý je podstatne menší ako tlaky, ktorými 
































2 ] . 
 
(12)  
Výpočet krútiaceho moment  𝑀𝑘, ktorý je nalisovaný spoj schopný preniesť je opísaný 
v kapitole 2.1.1  rovnicou (15). 
 
2.1.1 Výpočet potrebného tlaku na prenos krútiaceho momentu  
K návrhu hriadeľového spoju máme zvolené zadanie, v ktorom je požadovaný prenos 
krútiaceho momentu  𝑀𝑘 pomocou trenia, čo nám neumožňuje použiť spôsob 
navrhovania bežného hriadeľového spoju popísanému v kapitole 2.1. V tejto kapitole 
popíšeme návrh hriadeľového spoja so zadaným krútiacim momentom. To bude mať 
za príčinu určité predimenzovanie úlohy, čo však nie je podstatné pre našu analýzu 
hriadeľového spoju.  
 
Obr. 10 Prenos krútiaceho momentu spoju hriadeľ-náboj 
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Krútiaci moment, ktorý je schopný nalisovaný spoj preniesť, vyjadríme z obr. 10 
  𝑀𝑘 = 𝐹𝑇 ∙ 𝑟2  , (13)  
kde 𝑟2 je polomer hriadeľa. 
 Tangenciálna sila sa rovná 
 𝐹𝑇 = 𝑓 ∙ 𝑆2 ∙ 𝑝2   , (14)  
Kde je 𝑓  súčinitel trenia medzi nábojom a hriadeľom , 𝑆2 je plocha, na ktorej dochádza 
ku kontaktu a tlak 𝑝2 je tlak,  ktorý vznikne nalisovaním náboja na hriadeľ v mieste ich 
dotyku. 
Po dosadení dostávame vzťah, z ktorého si vyjadríme potrebný tlak 𝑝2 na prenos 
krútiaceho momentu 
  𝑀𝑘 = 𝑓 ∙ 𝑆2 ∙ 𝑝2 ∙ 𝑟2 = 𝑓 ∙ 𝑝2 ∙ 2 ∙ 𝜋 ∙ 𝑟2 
2 ∙ 𝑙 , 
  𝑝2 =
  𝑀𝑘
𝑓 ∙ 2 ∙ 𝜋 ∙ 𝑟2 2 ∙ 𝑙
  . 
(15)  
2.1.2 Výpočet redukovaného napätia  
Redukované napätie v hriadeli riešime podľa Trescovej teórie  pre redukované napätie 
v nádobe bez otvoru rovnicou (9), do ktorej dosadíme potrebný tlak na prenos 
krútiaceho momentu podľa vzťahu (15). 
 
 𝜎𝑟𝑒𝑑
𝐻 = 𝑝2 =
  𝑀𝑘
𝑓 ∙ 2 ∙ 𝜋 ∙ 𝑟2 2 ∙ 𝑙
=
250000
0,3 ∙ 2 ∙ 𝜋 ∙ 152 ∙ 50
= 11,8 𝑀𝑃𝑎 . 
(16)  
Teraz pomocou rovnice (5)  pre nádobu otvorenú s vnútorným pretlakom spočítame 
redukované napätie v náboji, kde je atmosférický tlak  𝑝4 = 0,1 𝑀𝑝𝑎, ktorý je voči 
napätiam v plášti nádoby podstatne menší a preto ho zanedbávame. Teraz si môžeme 
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Pomocou vzťahov (1,2,3,4) si môžeme vyjadriť závislosť radiálneho a tangenciálneho 
napätia v náboji na polomere 𝑥 
 
  𝜎𝑡(𝑥) =
𝑝2 ∙ 𝑟2













  , 
(18)  
 
   𝜎𝑟(𝑥) =
𝑝2 ∙ 𝑟2













   .  
(19)  
 
 Radiálne a tangenciálne napätie v hriadeli budú totožné a budú sa rovnať konštante 
K, kde 𝑟1 = 0 
 
   𝜎𝑟
𝐻(𝑥) =    𝜎𝑡
𝐻(𝑥) =
𝑝1 ∙ 𝑟1




2 = 𝑝2 = 11,8 𝑀𝑃𝑎.  (20)  
 
Priebehy jednotlivých napätí rovníc (18,19,20) sme si vyjadrili pomocou programu 




Obr. 11 Rozloženie radiálneho a tangenciálneho napätia v spoji hriadeľ-náboj 
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2.1.3 Výpočet presahu 
Pre výpočet presahu nádoby a hriadeľa ∆𝑟2 dosádzame do rovnice (10) koeficienty 𝐾
𝐻 






































2 + 1] ∙
  𝑀𝑘









0,3 ∙ 2 ∙ 𝜋 ∙ 152 ∙ 50
= 0,002 𝑚𝑚 . 
 
(21)  
Teoretický určený presah ∆𝑟2 nám slúži  pri modele MKP spoju hriadeľ-náboj ako 
hodnota nalisovania náboju na hriadeľ. 
2.2 Návrh rozmerov spojenia hriadeľ-vložka- náboj 
Úpravou klasického spoju hriadeľ-náboj sa pokúsime redukovať napätie po nalisovaní 
v náboji. Využitím teórie nalisovania viacvrstevných nádob sa snažíme navrhnúť spoj 
s vložkou, ktorá sa bude nachádzať medzi hriadeľom a nábojom. Vložkou uvažujeme 
jednoduchú hrubostennú nádobu, ktorej funkciou je zredukovať napätie v náboji, 
ktorého výroba je pre svoju funkciu náročnejšia ako z finančného, tak aj z časového 
hľadiska, oproti jednoduchej vložke. Naším cieľom je navrhnúť násobný nalisovaný 
spoj s vložkou, taký, aby bol schopný prenášať rovnaký krútiaci moment   𝑀𝑘 ako spoj 
hriadeľ-náboj, čo najoptimálnejšie z hľadiska rozloženia redukovaného napätia 
v náboji, na úkor rozloženia napätia vo vložke po nalisovaní. Teoreticky vypočítané 
hodnoty použijeme k tvorbe MKP modelu hriadeľ-vložka-náboj a k jeho bližšej 
identifikácií. Spoj hriadeľ-vložka-náboj je zobrazený na obr. 12. 
 
 
Obr. 12 Prenos krútiaceho momentu spoj náboj hriadeľ vložka 
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Návrhu optimalizácie hriadeľového spoju s vložkou sa taktiež zaoberal vo svojej 
diplomovej práci Jiří Černý [4], ktorý sa snažil navrhnúť spoj hriadeľ-vložka-náboj s 
najmenším možným maximálnym redukovaným napätím súčastí spoju. V prvom rade 
zvolil polomer 𝑟3 podľa podmienky maximálneho tlakového spádu (22).  
 𝑟3 = √𝑟2 ∙ 𝑟4  . (22)  
Na základe rovnice vzájomne nalisovaných nádob (10) a dosadením konštánt K si 
vyjadril závislosť tlaku medzi súčasťami hriadeľ-vložka podľa vzťahu (23) a súčasťami 
vložka-náboj podľa vzťahu (24).  





= 𝑝2 − 𝑝3 , (23)  




= −𝑝2 ∙ 𝑟2








+ 1) . (24)  
Pri pohľade na rovnice (23) a (24) je vidieť, že tlaky  𝑝2 a 𝑝3 sú funkciou zmeny presahu 
∆𝑟2 a ∆𝑟3. Tlaky odvodené z rovníc (23) a (24) potom sú 
 𝑝2(∆𝑟2, ∆𝑟3) =
=
𝐸 ∙ ∆𝑟2 ∙ 𝑟2
2 ∙ 𝑟3 + 𝐸 ∙ ∆𝑟3 ∙ 𝑟3
2 ∙ 𝑟2 − 𝐸 ∙ ∆𝑟3 ∙ 𝑟4
2 ∙ 𝑟2 − 𝐸 ∙ ∆𝑟2 ∙ 𝑟4
2 ∙ 𝑟3
2 ∙ 𝑟2 ∙ 𝑟3 ∙ 𝑟42
 
(25)  
 𝑝3(∆𝑟2, ∆𝑟3) =
=
𝐸 ∙ ∆𝑟3 ∙ 𝑟3
3 + 𝐸 ∙ ∆𝑟2 ∙ 𝑟3
2 ∙ 𝑟2 − 𝐸 ∙ ∆𝑟3 ∙ 𝑟4
2 ∙ 𝑟3 − 𝐸 ∙ ∆𝑟2 ∙ 𝑟4
2 ∙ 𝑟2
2 ∙ 𝑟32 ∙ 𝑟42
 . 
(26)  
Jednou z požiadaviek na vlastnosť spoju bola schopnosť kontaktov medzi súčasťami 
prenášať istý krútiaci moment, čoho docielime podmienkou vyplývajúcej z obr. 12, 
ktorej princíp je lepšie vysvetlený v nasledujúcej kapitole rovnicami (29) a (30).  Potom 
musí platiť  
 𝑝2(∆𝑟2, ∆𝑟3) =
𝑟3
𝑟2
∙ 𝑝3(∆𝑟2, ∆𝑟3) . (27)  
Odvodené vzťahy nám umožňujú ľubovoľné optimalizovanie úlohy. Pomocou 
závislosti tlakov podľa vzťahov (25,26) na presahoch sme si schopní si vyjadriť 
maximálne redukované napätie v súčastiach podľa rovnice (5) . Jiří Černý [4], si 
takýmto spôsobom nastavil tlaky pri ktorých vo vložke a náboji vznikalo maximálne 
redukované napätie rovnajúcemu sa  napätiu dovolenému, tým zabezpečil schopnosť 
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2.2.1 Výpočet potrebného tlaku na prenos krútiaceho momentu 
Naším cieľom je nájsť také rozmery úlohy, aby sme minimalizovali maximálne 
redukované napätie v náboji po nalisovaní, z čoho nám vyplýva, že je najvýhodnejšie 
použiť minimálny možný tlak 𝑝3 pre prenos krútiaceho momentu. Taktiež pri výpočte 
budeme používať minimálny možný tlak 𝑝2 , aby sme minimalizovali maximálne 
redukované napätie v hriadeli a vo vložke. Naším cieľom je teda nájsť také rozmery 
úlohy, aby sme pri použití minimálneho potrebného tlaku 𝑝3 na prenos krútiaceho 
momentu minimalizovali maximálne redukované napätie v náboji. Tangenciálnu silu 
𝐹𝑇2 a 𝐹𝑇3 vyjadrime z obr. 12, obdobne ako v predošlej kapitole.  
 𝐹𝑇2 = 𝑓 ∙ 𝑆2 ∙ 𝑝2  . (28)  
 𝐹𝑇3 = 𝑓 ∙ 𝑆3 ∙ 𝑝3 . (29)  
Kontaktnú plochu 𝑆2 a 𝑆3 si vyjadríme pomocou polomerov  𝑟2, 𝑟3 a dĺžky 𝑙. Pre 
minimálny tlak 𝑝2 , potrebný k prenosu krútiaceho momentu  𝑀𝑘, pôsobiacom na 
polomery 𝑟2 potom platí 
  𝑀𝑘 = 𝑓 ∙ 𝑆2 ∙ 𝑝2 ∙ 𝑟2 = 𝑓 ∙ 𝑝2 ∙ 2𝜋 ∙ 𝑟2 
2 ∙ 𝑙 , 
  𝑝2 =
  𝑀𝑘
𝑓 ∙ 2𝜋 ∙ 𝑟2 2 ∙ 𝑙
  . 
 
(30)  
Čo je rovnaký vzťah ako v predošlej kapitole. Teraz si ešte vyjadríme tlak 𝑝3 potrebný 
k prenosu krútiaceho momentu  𝑀𝑘 , pôsobiacemu na polomery 𝑟3 
  𝑀𝑘 = 𝑓 ∙ 𝑆3 ∙ 𝑝3 ∙ 𝑟3 = 𝑓 ∙ 𝑝3 ∙ 2𝜋 ∙ 𝑟3 
2 ∙ 𝑙 , 
  𝑝3 =
  𝑀𝑘
𝑓 ∙ 2𝜋 ∙ 𝑟3 2 ∙ 𝑙
  . 
 
(31)  
Vidíme, že tlak 𝑝3 je minimálny tlak, potrebný k prenosu krútiaceho momentu a je 
závislý na polomere 𝑟3, ktorý sa v nasledujúcej kapitole budem snažiť navrhnúť čo 
najoptimálnejšie pre rozloženie napätia v náboji. 
 
2.2.2  Výpočet redukovaného napätia  
Maximálne redukované napätie na hriadeli  𝜎𝑟𝑒𝑑
𝐻 (32) spočítame ako v predošlej sekcií 
zo vzťahu pre otvorenú nádobu (9), kde je 𝑝2 potrebný tlak na prenos krútiaceho 
momentu vypočítaný podľa vzťahu (30).  
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𝐻 = 𝑝2 =
  𝑀𝑘
𝑓 ∙ 2𝜋 ∙ 𝑟2 2 ∙ 𝑙
=
250000
0,3 ∙ 2𝜋 ∙ 152 ∙ 50
= 11.8 𝑀𝑃𝑎 . 
(32)  
 Môžeme vidieť, že redukované napätie hriadeľa  𝜎𝑟𝑒𝑑
𝐻(32) sa so zmenou polomeru 𝑟3 
meniť nebude. Rovnice pre maximálne redukované napätie vo vložke (33) a náboji 
 𝜎𝑟𝑒𝑑
𝑁 (35), počítame z obecných vzťahov pre otvorenú nádobu s vnútorným pretlakom 
(5), upravenú pre redukované napätie vo vložke a v náboji. Maximálne redukované 
napätia  𝜎𝑟𝑒𝑑
𝑉  (34) a  𝜎𝑟𝑒𝑑
𝑁  (36)  dostávame úpravou rovníc (33,35), kde získame 𝑝2 
zo vzťahu (30) a 𝑝3 zo vzťahu (31). Pri výpočte teda používame minimálny tlak 𝑝3, 
potrebný k prenosu krútiaceho momentu. Takýmto spôsobom minimalizujeme 
maximálne redukované napätie v  náboji 𝜎𝑟𝑒𝑑
𝑁, ktoré je teraz závislé len na polomere 
𝑟3. Rovnica pre výpočet redukovaného napätia vo vložke  𝜎𝑟𝑒𝑑
𝑉: 
 





















2 ∙ (𝑝2 −
  𝑀𝑘











Rovnica pre výpočet redukovaného napätia v náboji  𝜎𝑟𝑒𝑑
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] , (35)  





















 . (36)  
V programe Matlab, ktorý je poskytnutý na DVD disku, sme si diskrétne pomocou „for“ 
cyklu vyjadrili závislosť maximálnych redukovaných napätí   𝜎𝑟𝑒𝑑
𝑉 (34) a  𝜎𝑟𝑒𝑑
𝑁(36) na 
polomere 𝑟3. Naším cieľom je nájsť minimum funkcie  𝜎𝑟𝑒𝑑
𝑁, čo môžeme hľadať 
numericky alebo analyticky pomocou nulovej derivácie funkcie  𝜎𝑟𝑒𝑑
𝑁 podľa 𝑟3. 
Vzhľadom na už diskrétne vyjadrenie funkcií v programe Matlab sme si zvolili 
numerické vyhľadanie minima.  Pomocou funkcie „find“ som vyhľadal polomer 𝑟3, pri 
ktorom maximálne redukované napätie v náboji dosahovalo minimálnu hodnotu. 
Priebeh maximálnych redukovaných napätí je zobrazený v grafe na obr. 13. 
 
 ČVUT v Praze Ústav mechaniky 
biomechaniky a 




Maximálne redukované napätie náboju má spočiatku tendenciu klesať až do bodu, kde 
dosahuje minimálnu hodnotu. Od tohto bodu stúpa a so zväčšujúcim sa polomerom 𝑟3 
narastá nad všetky medze, čoho príčinou je stenčovanie sa steny náboju.  Z grafu sme 
odčítali hodnotu polomeru 𝑟3 = 28,25 𝑚𝑚, pri ktorom maximálne redukované napätie 
na náboji 𝜎𝑟𝑒𝑑
𝑁 dosahuje minimálnu hodnotu.  Ďalej si môžeme všimnúť, že pri použití 
vzťahu (31), maximálne redukované napätie vo vložke 𝜎𝑟𝑒𝑑
𝑉 je s premennou 𝑟3 
konštantné. Pre polomer 𝑟3, pri ktorom dosahuje maximálne redukované napätie 
v náboji minimálnu hodnotu, si spätne spočítame maximálne redukované napätie 
vo vložke 𝜎𝑟𝑒𝑑
𝑉(37) podľa vzťahu (34) a maximálne redukované napätie v náboji 
𝜎𝑟𝑒𝑑
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1
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Obr. 13 Závislosť napätí na polomery r3 
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= 13,3 𝑀𝑃𝑎 . (38)  
 
Teraz môžeme zostaviť rovnice tangenciálnych a radiálnych napätí v jednotlivých 
súčastiach (39,40,41,42,43) podľa vzťahov (1,2,3,4).  Radiálne a tangenciálne napätie 




𝐻(𝑥)   =
𝑝2 ∙ 𝑟2




2 = 11,8 𝑀𝑃𝑎 . (39)  
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(41)  
 





































  .   
(43)  
 
Priebehy napätí v spoji hriadeľ-vložka-náboj sú zobrazené na obr. 14. 
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2.2.3 Výpočet presahu 
Potrebný presah ∆𝑟2(44) a ∆𝑟3(45) na jednotlivých polomeroch dopočítame podľa 
vzťahu (10) , kde 𝑝2 a 𝑝3 vyjadríme podľa rovníc (30), (31) a 𝑝4 je tlak zanedbateľný 
















































𝑓 ∙ 2𝜋 ∙ 𝑙 −
  𝑀𝑘









𝑓 ∙ 𝜋 ∙ 𝑟2 ∙ 𝑙 ∙ 𝐸
=
250000
0,3 ∙ 𝜋 ∙ 15 ∙ 50 ∙ 2,1. 105
= 0,0017 𝑚𝑚 
(44)  
 
Obr. 14 Teoretické rozloženie napätia v spoji hriadeľ-vložka-náboj 
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𝑓 ∙ 2𝜋 ∙ 𝑙 −
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0,3 ∙ 2 ∙ 𝜋 ∙ 50
402 − 28,252
]
= 0,00089 𝑚𝑚 . 
(45)  
 
Vypočítané presahy  ∆𝑟2 a ∆𝑟3 potrebné pri prenose krútiaceho momentu a polomer 𝑟3 
navrhnutý tak, aby sme minimalizovali maximálne redukované napätie v náboji 
použijeme ako hodnoty pre tvorbu modelu MKP spoju hriadeľ-vložka-náboj. 
 
2.3  Výsledky teoretických výpočtov 
Pre zadané hodnoty, kde bol priemer hriadeľa 𝑟2 = 15𝑚𝑚, vonkajší priemer náboja 
𝑟2 = 40𝑚𝑚, dĺžka spoju 𝑙 = 50𝑚𝑚 a krútiaci moment 𝑀𝐾 = 250000𝑁𝑚𝑚, sme v prvom 
prípade navrhovali klasický spoj hriadeľ-náboj, v druhom prípade spoj hriadeľ-vložka-
náboj. V spoji hriadeľ-náboj sme spočítali redukované napätia v súčastiach spoja, 
ktoré vzniká pri nalisovaní, potrebnému pri prenose krútiaceho momentu trením. Pri 
spoji hriadeľ-vložka-náboj sme navrhli polomer 𝑟3 tak, aby sme minimalizovali 
maximálne redukované napätie v náboji vznikajúce nalisovaním za účelom prenosu 
krútiaceho momentu. Potom sme dopočítali jednotlivé redukované napätia v spoji, 
vzniknuté nalisovaním s vypočítanými príslušnými presahmi. Maximálne redukované 
napätia v jednotlivých spojoch sú zoradené do tab. 2. Naším postupom sa podarilo 
značne zredukovať napätie v náboji, čo bolo naším cieľom. Taktiež najväčšie 






Hriadeľ-náboj 11,8 - 27,4 
Hriadeľ-
náboj-vložka 
11,8 23,6 13,3 
Tab. 2 Teoretické hodnoty redukovaných napätí súčastí 
Pre zadanie úlohy sme ďalej určili teoreticky stanovené hodnoty presahov a polomeru 
𝑟3, pri ktorých maximálne redukované napätie náboju dosahuje minimálne hodnoty. 
Tieto hodnoty sú uvedené v tab. 3 a použijeme ich pre tvorbu modelov MKP. 
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 𝒓𝟑[𝒎𝒎] ∆𝒓𝟐[𝒎𝒎] ∆𝒓𝟑[𝒎𝒎] 
Hriadeľ-náboj - 0,002 - 
Hriadeľ-
náboj-vložka 
28,25 0,0017 0,00089 
Tab. 3 Teoreticky vypočítané hodnoty pre modely MKP 
3 Modelovanie v programe Abaqus 
Po teoretickom návrhu rozmerov jednotlivých spojov môžeme pristúpiť k modelovaniu 
súčastí spojov, potrebnému k analýze MKP. Modelovanie súčastí, výpočet ako aj 
analýza modelu prebieha v programe Abaqus. V tejto kapitole je popísané 
modelovanie klasického spoju hriadeľ-náboj. Modelovanie spoju hriadeľ-vložka-náboj 
a jeho úpravy boli modelované obdobným spôsobom. Pri modelovaní spoju hriadeľ-
náboj používame pri nalisovaní presah ∆𝑟2, teoreticky určený v kapitole 2.1.3. a pri 
modelovaní spoju hriadeľ-vložka-náboj používame polomer 𝑟3 a presahy ∆𝑟2, ∆𝑟3, 
teoreticky určené v kapitolách 2.2.2 a 2.2.3. Numerické modely nalisovaných spojov 
z tejto práce v súboroch programu Abaqus sú dokumentované v prílohe diplomovej 
práce na DVD disku. 
3.1 Modelovanie hriadeľa 
Štandardný hriadeľ s drážkou pre pero je vymodelovaný v programe Abaqus. Pre 
drážku pre pero sme použili rozmerovú normu ČSN 02 2562 10h9x8x50. Na prenos 
krútiaceho momentu uvažujeme použitie pera tesného bez presahu, preto modelujeme 
rozmery drážky stejné ako rozmery pera. Malé rádiusy nemajú na rozloženie napätia 




Obr. 15 Hriadeľ s drážkou pre pero 
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Dĺžku hriadeľa je nutné voliť dostatočne veľkú, aby nedošlo k ovplyvneniu výpočtu 
okrajovými podmienkami v oblasti spojenia hriadeľa a náboja. Rozmery hriadeľa sú 













Pre vhodné vysieťovanie hriadeľa ja potrebné hriadeľ rozdeliť na jednotlivé party. Za 
















Obr. 16 Rozmery hriadeľu 
 
 
Obr. 17 Hriadeľ rozdelený na jednotlivé party 
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Na vysieťovanie partov sfarbených na zeleno použijeme hexagonálne elementy 
structured. Na party sfarbené rúžovou farbou použijeme elementy tetragonálne. 











Postupným zmenšovaním siete a porovnávaním výsledkov daných výpočtov sme 
dospeli k záveru, že najvhodnejšie sieťovanie hriadeľa, vzhľadom ku kvalite výsledku 





Obr. 18 Oblasť s použitím tetragonálnych elementov 
 
 
Obr. 19 Vysieťovaný hriadeľ 
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Náboj, zobrazený na obr. 20, modelujem priamo v programe Abaqus. Malé rádiusy 
















Obr. 20 Štandardný náboj 
 
Obr. 21 Rozmery štandardného náboju 
 ČVUT v Praze Ústav mechaniky 
biomechaniky a 




Model náboju rozdelíme priečnym rezom na tri party, zobrazené na obr. 22 vľavo, ktoré 
sieťujeme hexagonálnymi sweep elementami. Sieť náboju, zvolená na základe 
porovnávania výsledkov, je zobrazená na obr. 22 vpravo.   
3.3 Modelovanie pera 
V programe Abaqus modelujeme pero, pre ktoré sme použili rozmerovú normu ČSN 
02 2562 10h9x8x50, kde zanedbávame malé rádiusy. Pero je zvolené štandardným 
postupom podľa [6] pre priemer hriadeľu 30 mm. Pero uvažujeme tesné bez presahu, 
preto ho modelujeme v stejných rozmeroch ako drážku hriadeľa. Pero sieťujeme 
hexagonálnymi structured  elementami. Model pera, rozdelenie pera na jednotlivé 












Obr. 22 Rozdelenie a vysieťovanie náboju 
 
 
Obr. 23 Model, rozdelenie a vysieťovanie pera 
 ČVUT v Praze Ústav mechaniky 
biomechaniky a 




3.4  Materiál súčastí 
Ako materiál všetkých súčastí sme zvolili oceľ, ktorej pre nás podstatné vlastností sú: 
 
-Youngov modul pružnosti 𝐸 = 2,1. 105 𝑀𝑃𝑎. 
-Poissonovo číslo              𝜇 = 0,3        
Plasticitu a creep neuvažujeme. Vlastnosti materiálu nastavíme v property podľa 













3.5 Zostava a kroky úlohy 
V zložke Assembly vytvoríme zostavu modelu z jednotlivých súčastí. Potom môžeme 
pokračovať do zložky steps, kde zadávame kroky úlohy, čo v našom prípade sú 
nalisovanie, zaťaženie modelu krútiacim momentom a v poslednom kroku zaťaženie 
modelu momentom ohybovým. Zostava a voľba kroku je zobrazená na obr. 25.  
 
Obr. 24 Nastavenie vlastností materiálu 
 
Obr. 25 kroky úlohy a zostava spoju hriadeľ-náboj 
 ČVUT v Praze Ústav mechaniky 
biomechaniky a 




3.6 Kontakty úlohy 
Plochy súčastí spoju, ktoré sú alebo by sa mohli ocitnúť v vzájomnom kontakte, je 
nutné zadefinovať, čo nastavím v zložke Interaction. Ešte pred zadefinovaním 
jednotlivých plôch, na ktorých dochádza ku kontaktu, zadám vlastnosti kontaktu plôch 
podľa obr. 26, v tangenciálnom smere, kde je nutné zadať koeficient trenia a v smere 
normálovom, kde uvažujeme pevný kontakt. 
Teraz môžeme zadefinovať jednotlivé kontakty plôch, ktoré definujeme ako kontakt 
surface to surface. Všetky kontakty definujeme už od kroku Initial. Zadefinované 











Vlastnosťami kontaktu volíme už nami zadané tangenciálne a normálové vlastnosti. 
Pri kontakte rotačných plôch, čo sú rádiusy drážky a pera a taktiež obvod hriadeľa 
a vnútorný obvod náboja, volíme funkciu podľa obr. 28 vpravo, ktorá nám automaticky 
zabezpečí neprenikanie bodov SLAVE jedného telesa do plôch MASTER telesa 
druhého. 
 
Obr. 26 Vlastnosti kontaktu plôch 
 
Obr. 27 Kontakty plôch 
 ČVUT v Praze Ústav mechaniky 
biomechaniky a 




Teraz je potrebné zadefinovanie presahu, ktoré nám predstavuje nalisovanie hriadeľa 
na náboj. Vyberieme kontakt obvodu hriadeľa a vnútorného obvodu náboja 
a modifikujeme ho v  kroku nalisovanie tak, že nastavíme INTERFERENCE FIT podľa 
obr. 29, kde zadávame presah 0,002mm, určený podľa teoretických výpočtov podľa 
kapitoly 2.1.3 pre spoj hriadeľ-náboj a priebeh nalisovania pomocou  funkcie 












Ako posledné nám ostáva vytvorenie väzieb, pomocou ktorých budeme prenášať 
ohybový a krútiaci moment na náš spoj. V prvom rade vytvoríme referenčné body RP1 
 
Obr. 28 nastavenie  kontaktu  jednotlivých plôch 
 
Obr. 29 nastavenie presahu 
 ČVUT v Praze Ústav mechaniky 
biomechaniky a 




a RP2, do ktorých neskôr zavedieme pôsobenie momentov. Bod RP1 spojíme 
s hriadeľom a bod RP2 s nábojom podľa obr. 30 pomocou väzby COUPLING.  
3.7 Zadanie vonkajších síl a okrajových podmienok 
Pre analýzu úlohy uvažujeme, že je hriadeľ uložený vo svojom počiatku, ako je 
zobrazené na obr. 31. Pomocou tohto uloženia sme zakázali natočenie a posun vo 
všetkých smeroch na počiatku hriadeľa. Toto uloženie je vytvorené v kroku Initial. 
V kroku Krútiaci moment, ktorý sme si vytvorili v Steps, vložíme momentovú silu do 
bodu RP2, ktorý je poviazaný cez väzbu s vonkajšou plochou náboja. Týmto 
spôsobom aplikujeme krútiaci moment na náboj. Teraz nám ešte ostáva vložiť 
Momentovú silu do bodu RP1, ktorý je poviazaný s prierezom hriadeľa podľa obr. 30. 
Táto momentová sila nám teda bude reprezentovať moment ohybový, na ktorý je 
hriadeľ pri prenose krútiaceho momentu často namáhaný. 
 
 
Obr. 30 Väzby coupling 
 
Obr. 31 definícia síl a okrajových podmienok 
 ČVUT v Praze Ústav mechaniky 
biomechaniky a 




4 Analýza súčastí hriadeľového spoju v programe Abaqus 
Cieľom analýzy je definovať vlastnosti hriadeľových spojov pri prenose krútiaceho 
momentu trením poisteného perom na základe výpočtu MKP. V praxi sa často stáva, 
že je hriadeľ namáhaný aj na ohyb, čoho príčinou môže byť napríklad napnutie 
remeníc, alebo prenos krútiaceho momentu ozubenými kolesami. Preto je do výpočtu 
zakomponovaný taktiež moment ohybový, pôsobiaci na hriadeľ. Spoje budeme 
posudzovať na základe redukovaného napätia, ktoré nám slúži ako základný udaj 
o namáhaní spoja. Redukované napätie bude vypočítané programom  ABAQUS 
pomocou hypotézy HMH.  
Hriadeľové spoje hriadeľ-náboj a hriadeľ-vložka-náboj sú navrhnuté v kapitole 2 tak, 
aby dokázali prenášať krútiaci moment 250 𝑁𝑚 pomocou trenia, čo nám umožní 
nalisovanie jednotlivých súčastí. Náboj je ďalej zaťažený krútiacim momentom  𝑀𝑘 =
200 𝑁𝑚, čo je menší krútiaci moment ako na ktorý je spoj navrhnutý, čo znamená, že 
nalisovanie je vytvorené väčším presahom ako je potrebné na prenos krútiaceho 
momentu  𝑀𝑘.  Väčší presah nalisovania ako je potrebný, je bežne používaný v praxi. 
Dôvodom je nepresnosť výroby vzájomného presahu dvoch súčastí, a taktiež voľba 
presahu, ktorá sa volí pomocou tabuľkových hodnôt zaokrúhlená na hornú hodnotu 
presahu, čo nám zaistí dostatočné trenie medzi súčasťami. Prenos krútiaceho 
momentu je poistený pomocou tesného pera. Ďalej je hriadeľ zaťažený ohybovým 












Výpočet v programe ABAQUS je rozdelený do troch fáz.  
1.) Nalisovanie 
2.) Krútiaci moment 
3.) Ohybový moment 
 
  Obr. 32 spoj hriadeľ-náboj 
 ČVUT v Praze Ústav mechaniky 
biomechaniky a 




V prvom rade analyzujeme klasický spoj hriadeľ-náboj, zobrazený na obr. 32, ktorého 
vytvorenie MKP modelu je popísané v tretej kapitole. Ďalej analyzujeme spoj hriadeľ-
vložka-náboj a posúdime vplyv vložky na rozloženie napätia v spoji. Na základe 
predošlých analýz sa pokúsime o úpravy spoju, ktorých cieľom je zníženie 
maximálneho redukovaného napätia v spoji. Na konci štvrtej kapitoly zhrnieme 
výsledky z jednotlivých modelov. 
4.1 Analýza spoju hriadeľ-náboj 
Najprv sa pozrieme na analýzu klasického spojenia hriadeľ-náboj, ktoré je bežne 
používané v praxi.  Postupne si preberieme každú časť tohto spoja. Údaje použité na 
výpočet MKP sú odvodené v kapitole 2 a sú udané v tab. 4. Na obr. 33 môžeme vidieť 
finálne rozloženie napätia v spoji. 
𝒓𝟏[𝒎𝒎] 𝒓𝟐[𝒎𝒎] ∆𝒓𝟏[𝒎𝒎]  𝑴𝒌[𝑵. 𝒎𝒎]  𝑴𝒐[𝑵. 𝒎𝒎] 𝒇[−] 















4.1.1 Analýza hriadeľa 
Teória hrubostenných nádob nám hovorí, že z nalisovaného spoju hriadeľ-náboj bude 
najviac namáhaná súčasť pravé náboj, ako je zobrazene na obr. 11. Podľa analýzy 
MKP však redukované napätie na hriadeli bolo najvyššie zo všetkých súčastí spoju, čo 
zapríčiňujú nie len nesplnené podmienky pre výpočet teórie hrubostenných nádob, kde 
uvažujeme spoj nekonečne dlhý a dostatočne vzdialený od imperfekcií, ale taktiež 
akumulácia napätia v okolí vrubu, ktorý reprezentuje drážka pre pero. 
Tab. 4 Parametre spoju hriadeľ-náboj 
 
Obr. 33 Analýza spoju hriadeľ-náboj 
 ČVUT v Praze Ústav mechaniky 
biomechaniky a 




Z obr. 34 a obr. 35 je zrejmé, že k zvýšenej koncentrácií napätia na hriadeli po 
nalisovaní dochádza v mieste kontaktu hriadeľa a pera pozdĺž celej drážky pre pero 
zapríčinené tendenciou drážky sa zúžiť vplyvom nalisovania. Ďalšiu koncentráciu 
napätia môžeme pozorovať  pozdĺž celého kontaktu drážok hriadeľa a náboja, kde 
v oblasti A, v mieste konci náboja vznikajú napäťové špičky s veľmi lokálnym 
charakterom a s maximálnym redukovaným napätím na hriadeli. Maximálne 
redukované napätie na hriadeli je 50,8 𝑀𝑃𝑎, ktoré sa kvôli symetrií úlohy nalisovania 
vyskytuje na štyroch miestach hriadeľa súčasne. Oblasť A s maximálnym napätím je 
zvýraznená na obr. 34 a obr. 35 červeným krúžkom. Napäťová špička sa nachádza na 
mieste kontaktu hriadeľa s hranou drážky náboja, to znamená na rozmedzí oblasti 
nalisovania, čo spôsobuje posun materiálu oproti miestam, ktoré nie sú v kontakte 
s nábojom. Takáto oblasť uľahčuje šírenie poruchy materiálu. 
 
 
Obr. 34 Rozloženie redukovaného napätia na hriadeli po nalisovaní 
 
Obr. 35 Rozloženie redukovaného napätia na hriadeli  v okolí vrubu po nalisovaní 
 ČVUT v Praze Ústav mechaniky 
biomechaniky a 




 Po zaťažení spoja krútiacim momentom bolo najvyššie redukované napätie v spoji 
hriadeľ-náboj opäť na hriadeli. Z vrubovej teórie vieme, že sa napätie v telese 
koncertuje práve vo vruboch, čo  potvrdzuje aj obr. 36 a obr. 37, kde je najviac 
namáhaná oblasť zobrazená červeno.  
Toto napätie vzniklo kombináciou nalisovania a prenosom krútiaceho momentu. Vznik 
tohto napätia je najviac ovplyvnený prenosom krútiaceho momentu trením medzi 
hriadeľom a nábojom a priameho kontaktu pera s hriadeľom, ku ktorému dochádza po 
opretí pera o hriadeľ. Redukované napätie dosahovalo maximálne hodnoty 248,8 𝑀𝑃𝑎. 
Rádius drážky, v ktorom sa nachádza oblasť  s najväčším redukovaným napätím má 
po aplikovaní krútiaceho momentu  tendenciu roztiahnuť sa, preto túto oblasť môžeme 
považovať za kritickú v zmysle šírenia trhliny v materiále a priamo vplýva na zníženie 
životnosti hriadeľa. 
 
Obr. 36 Rozloženie redukovaného napätia na hriadeli po zaťažení krútiacim momentom 
 
Obr. 37 Rozloženie redukovaného napätia na hriadeli v okolí vrubu po zaťažení krútiacim momentom 
 ČVUT v Praze Ústav mechaniky 
biomechaniky a 




V poslednej fáze sme hriadeľ ešte zaťažili ohybovým momentom, čo nám len zvýšilo 
maximálne redukované napätie, ktoré sa nachádza na rovnakom mieste ako 
v predošlom prípade čo môžeme vidieť na obr. 38. Oblasť maximálneho 
redukovaného napätia stále môžeme považovať za iniciačné miesto šírenia trhliny. 
Výsledné maximálne redukované napätie na hriadeli je  273 𝑀𝑃𝑎.  
 







𝑽 [𝑴𝑷𝒂] 50,8 248,8 273 
Tab. 5 Maximálne redukované napätie v hriadeli spoju hriadeľ-náboj 

















 ČVUT v Praze Ústav mechaniky 
biomechaniky a 




4.1.2 Analýza náboja 
Ako sa už spomína v predošlej kapitole, pri všetkých fázach zaťaženia spoju bolo 
najvyššie redukované napätie práve v okolí perovej drážky hriadeľa. Druhou 
analyzovanou súčasťou bol náboj. Analýza modelu náboja na obr. 39 ukazuje, že pri 
nalisovaní nedochádzalo k priamemu kontaktu bokov drážky s perom, čoho príčinou 
je mierne roztiahnutie drážky vplyvom nalisovania, ktoré je možné vidieť na obr. 40.  
 
Na obr. 40, kde je deformácia zväčšená 250 krát, môžeme vidieť, že sa napätie najviac 
akumuluje opäť v oblasti vrubu, konkrétne na začiatku a konci náboja dolnej hrany 
drážky. Je vidieť, že toto miesto odpovedá kontaktu s hriadeľom v mieste najväčšej 
napäťovej špičky na hriadeli, ktorá je opäť lokálneho charakteru. Na tomto mieste  
dosahovalo maximálne redukované napätie na náboji  po nalisovaní 48,8 𝑀𝑃𝑎. 
 
Obr. 39 Rozloženie redukovaného napätia v náboji po nalisovaní 
 ČVUT v Praze Ústav mechaniky 
biomechaniky a 












Po zaťažení náboja krútiacim momentom dochádza k stočeniu pera v drážke náboju, 
zobrazenému na obr. 41,  čo je dôvodom opretia pera o stenu drážky náboja a vzniku 








Dve napäťové špičky vznikajú na mieste posledného dotyku pera steny so 
stenou náboju, teda na začiatku rádiusu pera, na strane, ktorá sa nachádza k bližšie 
uloženiu, čo môžeme vidieť na obr. 42. Najvyššie redukované napätie v náboji je po 
zaťažení krútiacim momentom 77,7 𝑀𝑃𝑎 a nachádza sa v oblasti sfarbenej červenou 
farbou. V tejto oblasti dochádza k výraznej tvarovej zmene v porovnaní s okolím 
a preto ju môžeme považovať za iniciačné miesto trhliny v náboji. 
 
Obr. 40 Rozloženie redukovaného napätia na konci drážky  po nalisovaní 
 
Obr. 41 Stočenie pera v drážke pre pero na náboji 
 
Obr. 42 Rozloženie redukovaného napätia na náboji v okolí vrubu po zaťažení krútiacim momentom 
 ČVUT v Praze Ústav mechaniky 
biomechaniky a 




Ohybový moment aplikovaný na spoj sa viac prejavil na spodnej časti vnútorného 
obvodu náboja , ktorý je zobrazený na obr. 43, ako na zväčšení napätia vo vrube, čo 
zapríčinil ohyb hriadele v diere náboja. Napäťové špičky nezmenili svoju polohu ani 
hodnotu napätia. Maximálne redukované napätie vo výsledku na náboji ostáva 
77,7𝑀𝑃𝑎.  
 
Hodnoty maximálnych redukovaných napätí náboja z  MKP modelu hriadeľ-náboj sú 







𝑵 [𝑴𝑷𝒂] 48,8 77,7 77,7 














 ČVUT v Praze Ústav mechaniky 
biomechaniky a 




4.1.3 Analýza pera 
Pri nalisovaní náboja na hriadeľ pôsobili na pero  len sily spôsobené deformáciou 
jednotlivých telies spoja, zväčša zúžením drážky hriadeľa, čo pozdĺž celého pera, 
z obidvoch strán vytvorilo oblasť, v ktorej sa kumulovalo napätie zobrazené červeno 





V predošlej sekcií som už spomínal, že pri aplikácií krútiaceho momentu na náboj 
dochádza k stočeniu pera zobrazenému na obr. 41. V mieste dotyku pera s nábojom 
dochádza k vzniku napäťovej špičky, kde má maximálne redukované napätie hodnotu 
103𝑀𝑝𝑎, čo je skoro 10 krát väčšie ako pri nalisovaní. Pero sa pri krútiacom momente 
opiera aj o hriadeľ, a to v rádiuse drážky bližšie k uloženiu hriadeľa. Tu napätie 
dosahuje priemernú hodnotu 60𝑀𝑃𝑎. Pero po aplikovaní krútiaceho momentu je 









Ohybový moment nemal na redukované napätie veľký vplyv, dokonca sa maximálne 
redukované napätie v pere zmenšilo o malú hodnotu, ktorá je vzhľadom k modelu MKP 
zanedbateľná. Maximálne redukované napätie je po aplikovaní ohybového momentu 
103𝑀𝑃𝑎.  Pero po aplikovaní ohybového momentu je zobrazené na obr. 46. 
 
Obr. 44 Rozloženie redukovaného napätia v pere po nalisovaní 
 
 
Obr. 45 Rozloženie redukovaného napätia v pere po aplikovaní krútiaceho momentu 
 ČVUT v Praze Ústav mechaniky 
biomechaniky a 





Poloha napäťovej špičky na pere sa nachádza v oblasti namáhanej tlakom 
spôsobeného kontaktom s nábojom. Pravdepodobne by pri vyšších napätiach 
v takomto mieste došlo k zplastizovaniu materiálu. Šírenie trhlín v takomto mieste je 
málo pravdepodobné a preto napäťová špička vzniknutá na pere neohrozuje 
konštrukciu ako celok. Výhodou pera je, že pre svoju lacnú výrobu ho je možné 
zhotoviť z odlišných materiálov ako ostatné súčasti spoju. 







𝑷 [𝑴𝑷𝒂] 48,8 77,7 77,7 


















 ČVUT v Praze Ústav mechaniky 
biomechaniky a 




4.2 Analýza spoju hriadeľ-vložka-náboj 
Z teórie hrubostenných nádob už vieme, že vytvorením viacvrstevného spoju sme 
schopní pri nalisovaní redukovať maximálne redukované napätie v spoji. Na návrh 
ideálneho rozloženia napätia v spoji sme použili údaje navrhnuté v sekcií 2.2. Výhodou 
nášho postupu je minimálne zaťaženie náboja po nalisovaní. Prenos krútiaceho 
momentu je taktiež zabezpečený pomocou dvoch poistných pier, z čoho je jedno 
umiestnené medzi hriadeľom a vložkou a druhé medzi vložkou a nábojom. Spoj je 
zobrazený na obr. 47.  Údaje použité na výpočet MKP sú uvedené v tab. 8. 
𝒓𝟏[𝒎𝒎] 𝒓𝟐[𝒎𝒎] 𝒓𝟑[𝒎𝒎] ∆𝒓𝟐[𝒎𝒎] ∆𝒓𝟑[𝒎𝒎]  𝑴𝒌[𝑵𝒎]  𝑴𝒐[𝑵𝒎] 𝒇[−] 
15 28,25 40 0,0017 0,00089 200 50 0,3 
 
4.2.1 Analýza hriadeľa 
Náš model bol navrhnutý tak, aby bol spoj hriadeľ-vložka-náboj schopný prenášať 
rovnaký krútiaci moment ako spoj hriadeľ-náboj, čo znamená, že tlak na vonkajšom 
polomere 𝑟2  bude rovnaký pre spojenie s vložkou alebo bez nej, a taktiež deformácie 
na hriadeli vytvorené presahmi budú rovnaké. Z toho nám vyplýva, že výsledky  
nalisovania oboch úloh by mali byť rovnaké.  Analýza MKP nám ukázala, že sa úlohy 
po nalisovaní len mierne líšili, čo zapríčiňuje nedokonalosť podmienok spĺňajúcich 
teoretický výpočet. Rozloženie redukovaného napätia v hriadeli bolo v podstate 
rovnaké ako v spoji hriadeľ-náboj. Maximálne redukované napätie na hriadeli bolo po 
nalisovaní 48 𝑀𝑃𝑎. Oblasť s najväčšou koncentráciou napätia je zobrazená a obr. 48. 
Tab. 8 Parametre spoju hriadeľ-vložka-náboj 
 
Obr. 47 Spoj hriadeľ-vložka-náboj 
 ČVUT v Praze Ústav mechaniky 
biomechaniky a 




V ďalšom kroku je na spoj aplikovaný krútiaci moment. Z pohľadu hriadeľa môžeme 
tvrdiť, že v spojení s vložkou a nábojom sa jedná o geometricky isté spojenie ako 
s nábojom, pričom  sa len mierne líšia tuhosti objímok a preto sme predpokladali 
zachovanie vlastností hriadele v spoji, čo potvrdil model MKP. Výsledné napätie v spoji 
po aplikácií krútiaceho momentu je 250 𝑀𝑃𝑎. Napäťová špička po aplikovaní 
krútiaceho momentu je zobrazená na obr. 49. 
Hriadeľ sa aj po aplikovaní ohybového momentu správala rovnako ako v spoji hriadeľ-
náboj. Špička napätia svoju polohu nezmenila a jej hodnota sa zvýšila na 274 𝑀𝑃𝑎. 
Oblasť, v ktorej sa koncentrovalo napätie, je zobrazená na obr. 50. 
 
Obr. 48 Rozloženie redukovaného napätia na hriadeli v oblasti drážky po nalisovaní 
 
Obr. 49 Rozloženie redukovaného napätia na hriadeli v oblasti drážky po aplikovaní krútiaceho momentu 
 
Obr. 50 Rozloženie redukovaného napätia na hriadeli v oblasti drážky po aplikovaní ohybového momentu 
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𝑯 [𝑴𝑷𝒂] 48 250 274 
Tab. 9 Maximálne redukované napätie v hriadeli spoju hriadeľ-vložka-náboj 
 
4.2.2 Analýza vložky 
Pri nalisovaní dochádza k roztiahnutiu vnútornej a k zúženiu vonkajšej drážky vložky 
pre pero. Tomu odpovedá analýza spoja hriadeľ-náboj, kde sa ukázalo, že po 
nalisovaní má drážka na vonkajšom polomere  tendenciu sa zúžiť, zatiaľ čo na drážke 
vnútorného polomeru dochádza k roztiahnutiu drážky. Napäťové špičky opäť vznikli na 
začiatku a konci vložky v oblasti dotyku s hriadeľom podobne ako na náboji spoju 
hriadeľ–náboj. Porovnaním priebehov napätí podľa obr. 51 môžeme vidieť, že je 
vložka podstatne viac zaťažená v oblasti drážky na vnútornom polomere vložky ako 












Po zaťažení spoju krútiacim momentom vzniká v okolí drážky vložky napäťová špička, 
spôsobená stočením pera rovnako, ako pri analýze spoja hriadeľ-náboj na náboji, čo 
môžeme vidieť na obr. 52. To len potvrdzuje tvrdenie, že správanie vnútorného 
polomeru vložky je rovnaké ako v prípade náboju z predošlého spoja. Aj v drážke 
vonkajšieho polomeru vložky dochádza k natočeniu pera, tu sa však napätie rozložilo 
úmerne po celej dĺžke drážky, najviac na dne drážky. Maximálne napätie vo vložke 
bolo po aplikovaní krútiaceho momentu 81 𝑀𝑃𝑎. 
 
Obr. 51 Rozloženie redukovaného napätia vo vložke po nalisovaní 
fáza 𝝈𝒓𝒆𝒅
𝒎𝒂𝒙 
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Ohybový moment sa opäť ako v minulom spoji viac prejavil na vnútornom obvode 
objímky. Maximálne redukované napätie vo vložke len mierne stúplo a to na 81,1 𝑀𝑃𝑎. 
Miesto špičky napätia sa zachovalo. Vložka po aplikovaní ohybového momentu je 













Všetky tri kroky zaťaženia spoja sa prejavili výrazne viac na vnútornej drážke vložky. 




Obr. 52 Rozloženie redukovaného napätia vo vložke po aplikovaní krútiaceho momentu 
 
Obr. 53 Rozloženie redukovaného napätia vo vložke po aplikovaní krútiaceho momentu 
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𝑽 [𝑴𝑷𝒂] 46,4 81,0 81,1 
Tab. 10 Maximálne redukované napätie vo vložke spoju hriadeľ-vložka-náboj 
4.2.3 Analýza náboja 
Z teoretického návrhu rozloženia napätia v spoji hriadeľ-vložka-náboj pri nalisovaní 
nám vychádza, že náboj je podstatne menej namáhaná súčasť spoju ako vložka, čo 
nám potvrdila analýza MKP. Dokonca ani v drážke pre pero nám nevznikali výrazné 
napäťové špičky ako v predošlých prípadoch. Môžeme tvrdiť, že celkové rozloženie 
napätia v náboji je pravidelnejšie ako v predošlých súčastiach. Najväčšie napätie 
v náboji vznikalo po celej ploche dna drážky, podobne ako na vonkajšej drážke vložky. 
Toto napätie dosahovalo maximálnej hodnoty na konci náboju v spodnej hrane drážky 














Po zaťažení spoju krútiacim momentom dochádza k posunutiu pera v drážke, 
spôsobeného deformáciou steny drážky. Ľavá strana drážky stráca kontakt s perom, 
zatiaľ čo na pravej strane drážky náboja vzniká tlak, spôsobený kontaktom pera 
s drážkou. Pero sa taktiež mierne natočilo  čo vytvára zvýšené napätie po celej dĺžke 
náboju na pravej strane dna drážky. Výrazne zvýšené redukované napätie v náboji sa 
nachádza v červenej oblasti náboja zobrazenej na obr. 55 a jeho maximum je v mieste 
posledného kontaktu steny pera so stenou drážky náboju na strane náboju, ktorá sa 
nachádza k bližšie k uloženiu hriadeľa. Jeho hodnota tu dosahovala 31,9 𝑀𝑃𝑎. 
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V poslednej fáze je na náboj aplikovaný moment ohybový, ktorý sa skôr prejaví na 
zmene napätia na vnútornom obvode náboja, než na kumulácií napätia v drážke, čo 
môžeme vidieť na obr. 56. Napätie v drážke sa nám len mierne zvýšilo, a tak je v náboji  
maximálne redukovaná hodnota napätia 32,4 𝑀𝑃𝑎. 
Drážka má tendenciu sa rozťahovať čo je príčinou ako nalisovania  tak aj opretím pera 
o náboj vplyvom krútiaceho momentu. Celá oblasť so zvýšeným redukovaným 
napätím sa nachádza v pravom dolnom rohu drážky čo môže byť dôvodom vzniku 
porušenia materiálu. 
 
Obr. 55  Rozloženie redukovaného napätia vo vložke po aplikovaní krútiaceho momentu 
 
Obr. 56  Rozloženie redukovaného napätia vo vložke po aplikovaní krútiaceho momentu 
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Hodnoty maximálnych redukovaných napätí náboju sú zobrazené v tab. 11. 





𝑵 [𝑴𝑷𝒂] 18,9 31,9 32,4 
Tab. 11 Maximálne redukované napätie v náboji spoju hriadeľ-vložka-náboj 
4.2.4 Analýza pier 
Pri sústave hriadeľ-vložka-náboj používame, na rozdiel od predošlej konštrukcie, perá 
dve, a to pero1, ktoré sa nachádza medzi hriadeľom a vložkou a pero2, ktoré sa 
nachádza medzi vložkou a nábojom. Perá po nalisovaní sú zobrazené na obr. 57. 
Mechanizmy rozloženia napätia v pere sú rovnaké ako pri spojení hriadeľ náboj. Už 
z umiestnenia pier môžeme predpokladať, že pero1 bude podstatne viac namáhane 
ako pero2. Pero1 je umiestnené na menšom polomere ako pero2. Z výpočtov vieme, 
že na menšom polomere vzniká väčšie napätie, spôsobené väčšími deformáciami 
drážky, ktoré sú v kontakte s perami a sú pôvodcom vzniku napätia na perách. 
 
 
 Perá po zaťažení spoju krútiacim momentom sú zobrazené na obr. 58, kde  je opäť 
viac namáhané pero1. Redukované napätie má rovnaké rozloženie ako v spoji hriadeľ-
náboj a  dosahuje zhruba podobných hodnôt. Pero2 je podstatne menej namáhané 
a zvýšené napätie je v ňom takmer rovnomerne rozložené pozdĺž celej drážky. 
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Aplikácia ohybového momentu na spoj nemala skoro žiadny vplyv na rozloženie 
napätia v perách, ktoré je zobrazené na obr. 59. 
 
Hodnoty maximálnych redukovaných napätí v perách sú zobrazené v tab. 12. 





𝑷𝟏 [𝑴𝒑𝒂] 12,8 96,1 97,1 
𝝈𝒎𝒂𝒙
𝑷𝟐 [𝑴𝒑𝒂] 1,9 31,4 31,8 
Tab. 12 Maximálne redukované napätie v perách spoju hriadeľ-vložka-náboj 
 
Obr. 58 Rozloženie redukovaného napätia v perách po aplikovaní krútiaceho momentu pri pohľade 
z hora  
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4.3 Úprava hriadeľa 
MKP analýzy hriadeľových spojov ukázali, že hriadeľ je najviac namáhaná súčasť 
spoja, preto sa v ďalšej sekcií pokúsime o úpravu hriadeľa rovnakých rozmerov, ako 
v predošlých prípadoch, za cieľom lepšie analyzovať vznik napätia a znížiť maximálne 
redukované napätie v ňom.  
 
4.3.1 Drážka cez celý hriadeľ 
Aby sme boli schopný lepšie identifikovať napätie v hriadeli, rozhodli sme sa vytvoriť 
model spoju hriadeľ-vložka-náboj s drážkou po celej dĺžke hriadeľa. To nám umožní 
lepšie určiť mechanizmy spôsobujúce akumuláciu napätia v hriadeli. Spoj s drážkou 
cez celý hriadeľ je zobrazený na obr. 60. 
 
 
Obr. 60 Model hriadeľ-vložka-náboj  s drážkou cez celý hriadeľ 
 
Na obr. 61, kde je zobrazená časť drážky, ktorá sa nachádza v oblasti nalisovania 
vložky na náboj, môžeme vyčítať, že kontakt steny pera so stenou drážky pozitívne 
vplýva na rozloženie napätia v hriadeli po nalisovaní. V miestach, kde už nedochádza 
ku kontaktu pera s drážkou, sa akumuluje napätie a vytvára napäťové špičky. Napätie 
bolo symetricky rozložené v oblasti drážky a redukované dosahovalo maximálnej 
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Obr. 61 Oblasť drážky kontaktu s perom po nalisovaní 
 
Krútiaci moment aplikovaný na náboj spôsobil väčšie stočenie pera v drážke ako pri 
klasickej drážke, čoho dôvodom je neopretie rádiusu pera o stenu drážky a menšia 
tuhosť drážky. V oblasti kontaktu hriadeľa a vložky nám vznikli dve špičky napätia 
zobrazené na obr. 62. Jedna menšia, na obvode hriadeľa a druhá v dolnom pravom 
rohu drážky, v mieste posledného kontaktu so stenou pera, bližšie k uloženiu hriadeľa, 
kde dochádzalo k maximálnemu redukovanému napätiu na hriadeli 149,8 𝑀𝑃𝑎, čo je 
podstatne menej, ako pri klasickej drážke pre pero. Ďalšie dve miesta koncentrácie 
napätia boli v miestach uloženia hriadeľa. 
 
Ohybový moment nevyvolal v miestach spojenia drážky a pera veľké zmeny 
a maximálne redukované napätie ostalo na istom mieste, teda v dolnom pravom rohu 
drážky  a dosahovalo  154 𝑀𝑃𝑎. Časť drážky kde dochádzalo ku koncentrácii napätia 
je zobrazená na obr. 63.  
 
Obr. 62 Drážka cez celý hriadeľ po aplikovaní krútiaceho momentu 
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𝑯 [𝑴𝒑𝒂] 32,5 149,8 154 
Tab. 13 Maximálne redukované napätie v hriadeli pri drážke cez celý hriadeľ 
 
Pri analýze drážky cez celý hriadeľ sme dospeli k záveru, že pri nalisovaní vložky na 
hriadeľ je v oblasti nalisovania výhodné ponechať čo najväčšiu časť drážky v kontakte 
s perom. V oblasti nalisovania, kde už nedochádza ku kontaktu pera a drážky, sa 
napätie akumuluje a vznikajú napäťové špičky. Tak isto pri aplikovaní krútiaceho 
momentu dochádza ku kumulácií napätia v miestach, kde končí kontakt steny pera so 
stenou drážky. Aplikovanie ohybového momentu miesto najväčšieho napätia  hriadeľa 
nemení, len mierne zvyšuje jeho hodnotu. Vo všetkých prípadoch nám však hodnoty 
maximálneho redukovaného napätia dosahovali podstatne menších hodnôt ako pri 
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4.3.2 Dlhá drážka pre pero 
Ďalší model, vytvorený na základe predošlých poznatkov, sme vytvorili model, 
v ktorom sme predĺžili drážku pre pero, čoho výhodou je vyhnutie sa kontaktu rádiusu 
pera s rádiusom drážky hriadeľa. Všetky ostatné parametre úlohy ostali zachované. 












Rádiusy drážky sa nachádzajú dostatočne ďaleko od nalisovania a preto neovplyvňujú 
rozloženie napätia v hriadeli, ktorý sa správa ako v prípade drážky cez celý hriadeľ. 
Napätie sa akumuluje na stenách drážky, kde prestáva dochádzať ku kontaktu steny 
pera so stenou drážky, kde redukované napätie dosahovalo maximálnu hodnotu 
33,6 𝑀𝑃𝑎. Na obr. 65 je zobrazená predlžená drážka po nalisovaní. 
Na obr. 66 je zobrazená predlžená drážka hriadeľa po aplikovaní krútiaceho momentu. 
Po aplikovaní krútiaceho momentu vznikajú v oblasti kontaktu s perom a nábojom opäť 
 
Obr. 64 Model hriadeľ-vložka-náboj s dlhou drážkou pre pero 
 
Obr. 65 Predlžená drážka po nalisovaní 
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dve špičky napätia, a to jedna v dolnom rohu drážky a druhá, na obvode, obdobne ako 
v prípade drážky cez celé pero a preto môžeme tvrdiť, že dostatočne vzdialený rádius 
drážky od náboju neovplyvňuje vlastnosti hriadeľa v mieste kontaktu s perom 
a nábojom. Maximálne redukované napätie sa vyskytovalo opäť na dne drážky na 
rovnakom mieste ako pri drážke cez celú hriadeľ a dosahovalo hodnoty 148,5 𝑀𝑃𝑎, čo 
je zanedbateľný rozdiel v prípade drážky cez celý hriadeľ. Ďalšie miesto koncentrácie 
hriadeľa je v rádiuse drážky a to na dne drážky, zobrazenej dole vpravo na obr. 66. 
Toto napätie nie je ovplyvnené nalisovaním drážky a jeho maximálna hodnota bola 










Na obr. 67 je zobrazená predlžená drážka hriadeľa po aplikovaní ohybového 
momentu. Ohyb nemal veľký vplyv na rozloženie napätia v oblasti nalisovania. Viac sa 
prejavil v rádiuse pravého hôrneho okraju drážky. Maximálna redukovaná hodnota 
napätia bola 151 𝑀𝑃𝑎 a nachádzala sa v mieste posledného kontaktu hriadeľa s 
nábojom, v ľavom dolnom rohu dna drážky. Veľmi podobných hodnôt dosahovalo 
napätie v rádiuse drážky. 
 
 
Obr. 66 Predĺžená drážka po aplikovaní krútiaceho momentu 
 
Obr. 67 Predĺžená drážka po aplikovaní ohybového momentu 
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𝑯 [𝑴𝑷𝒂] 33,6 148,5 151 
Tab. 14 Maximálne redukované napätie v hriadeli pri použití dlhej drážky 
 
Analýza MKP nám ukazuje, že rádius drážky hriadeľa sa správa pri každom z krokov, 
nalisovanie, krútiaci moment, ohybový moment ako koncentrátor. Opretie pera 
o drážku toto napätie ešte zväčšuje. Pri klasickej drážke dochádza pri každom kroku 
ku koncentrácií napätia v miestach, ktoré sa nachádzajú blízko seba, čo spôsobuje ich 
sčítanie. Predlžením drážky sme rádius drážky umiestnili mimo oblasť nalisovania a 
tak sme sa vyhli koncentrácií napätia v rádiusu drážky. Ďalej pri aplikovaní krútiaceho 
momentu sa nám pero neopiera o rádius drážky, takže nám opretie pera nezvýši 
napätie vo vrube. Hodnoty maximálnych redukovaných napätí sú zobrazené v tab. 14. 
Zmena tvaru drážky hriadeľa zmenila tiež charakteristiku rozloženia napätia vo vložke 
po nalisovaní. Výraznejšie ovplyvnila napätie v okolí drážky vložky, ktorá sa nachádza 
na vnútornom obvode vložky. Zvýšené napätie vznikalo pozdĺž celého kontaktu steny 
pera so stenou drážky v dolnom rohu drážky a najväčšej hodnoty dosiahlo práve pri 
poslednom kontakte pera s ňou. Tu vznikalo maximálne redukované napätie vo vložke 
a dosahovalo hodnotu 30,3 𝑀𝑃𝑎, čo je menšia hodnota ako pri klasickej drážke 
hriadeľa. Ďalšie špičky lokálneho charakteru vznikali na konci vložky, rovnako ako pri 
náboji v spoji hriadeľ-náboj. Vnútorná drážka po nalisovaní je zobrazená na obr. 68. 
Napätie v oblasti vložky, ktorá je v kontakte s nábojom tvar drážky hriadeľa 
neovplyvnil. 
 
Po aplikovaní krútiaceho momentu na náboj bolo maximálne napätie vo vložke mierne 
väčšie ako v prípade s klasickou vložkou. Vznikalo na mieste kontaktu s oblasťou 
najviac namáhanou na hriadeli, a to v oblasti, v ktorej stena drážky stráca kontakt so 
stenou pera bližšie k uloženiu hriadeľa. Maximálne redukované napätie tu dosahovalo 
85,6 𝑀𝑃𝑎. Rozloženie napätie v drážke vložky po aplikovaní krútiaceho momentu je 
zobrazené na obr. 69. 
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Ohybový moment aplikovaný na hriadeľ mierne znížil maximálne redukované napätie 
vo vložke, čo je výsledkom ohybu hriadeľa v diere. Rozloženie napätia vo vložke príliš 
neovplyvnil a jeho maximálna hodnota bola 83,9 𝑀𝑃𝑎. Na obr. 70 je zobrazená drážka 
vložky po aplikovaní ohybového momentu. 
 
Výsledné hodnoty maximálneho redukovaného napätia vložky pri použití predlženej 
drážky sú zaznamenané v tab. 15. 





𝑵 [𝑴𝑷𝒂] 30,3 85,6 83,9 






Obr. 69 Vnútorná drážka vložky  po aplikovaní krútiaceho momentu pri použití dlhej drážky 
 




 ČVUT v Praze Ústav mechaniky 
biomechaniky a 




Výsledné hodnoty maximálneho napätia vo vložke pri použití dlhej drážky na hriadeli 
boli pri nalisovaní nižšie ako pri klasickej drážke, avšak po aplikovaní krútiaceho 
a ohybového momentu tieto hodnoty stúpli a ukázalo sa, že dlhá drážka má negatívny 
vplyv na rozloženie napätia vo vložke. Dlhá drážka pre pero žiadnym výrazným 
spôsobom neovplyvnila rozloženie napätia v náboji, ktoré je opísané pri použití 
klasickej drážky. Vzhľadom na pokles maximálneho redukovaného napätia na hriadeli 
a mierne zvýšenie napätia vo vložke môžeme tvrdiť, že predlženie drážky hriadeľa má 
pozitívny vplyv pri posudzovaní maximálneho redukovaného napätia v spoji hriadeľ-
vložka-náboj. 
4.3.3 Drážka s plynulým výbehom 
Predošlé dve analýzy MKP nám ukázali, že tvar a poloha drážky voči peru značnou 
mierou ovplyvňujú rozloženie napätia v hriadeli. Ukázalo sa, že klasická drážka pre 
pero je náchylná k tvorbe napäťových špičiek v okolí rádiusu drážky, čo sa nám 
čiastočne podarilo redukovať posunutím rádiusu drážky mimo oblasti kontaktu 
s perom. Zo získaných poznatkov z predošlých analýz som sa pokúsil upraviť 
konštrukciu drážky s prihliadnutím na možnú výrobu drážky. V tomto prípade som 
analyzoval drážku vyrobenú pomocou kotúčovej frézy čo nám umožní hladší prechod 
drážky na celý hriadeľ. Tým som chcel docieliť lepšieho rozloženia napätia pri 
prechode drážky v plný hriadeľ, ktoré vzniká prenosom krútiaceho a ohybového 
momentu hriadeľom. Drážka spoju vyrobená touto technológiou je zobrazená s perom 




Rozloženie napätia po nalisovaní je v drážke rovnaké ako pri predošlých prípadoch, 
keď sa koniec drážky nenachádzal v oblasti nalisovania. Opäť vzniklo symetricky 
rozložené napätie, ktoré dosahovalo maximálnej hodnoty 31,4 𝑀𝑃𝑎. Rozloženie 
napätia po nalisovaní v okolí drážky s plynulým výbehom je zobrazené na obr. 72. 
 
Obr. 71 Drážka s plynulým výbehom 
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V druhom kroku bol náboj zaťažený krútiacim momentom, čo vytvorilo napäťové 
špičky, ktoré sme už mohli vidieť pri predchádzajúcich prípadoch a to na v pravom 
dolnom rohu drážky a obvode hriadele v oblasti posledného kontaktu pera s hriadeľom 
na strane bližšie k uloženiu hriadeľa. Po aplikovaní krútiaceho momentu v týchto 
miestach napätie dosahovalo maximálnych hodnôt a to 144,6 𝑀𝑃𝑎. Ďalšia oblasť, 
v ktorej sa akumulovalo napätie bol začiatok stúpania drážky na strane drážky, o ktorej 
stenu sa opiera pero opäť bližšie k uloženiu hriadeľa. Tu napätie dosahovalo hodnotu 
približne 100 𝑀𝑃𝑎.  Oblasti, v ktorých sa výrazne akumulovalo napätie sú zobrazené 
na obr. 73. 
 
Ohybový moment aplikovaný na hriadeľ nemal veľký vplyv na zmenu napätia v oblasti 
posledného kontaktu pera s hriadeľom, kde sa stále nachádzalo maximálne napätie 
v hriadeli a malo približne rovnakú veľkosť ako po zaťažení náboja krútiacim 
momentom. Avšak na mieste prechodu drážky v plný hriadeľ nám napätie stúplo a to 
 
Obr. 72 Drážka s plynulým výbehom nalisovaní 
 
Obr. 73 Drážka s plynulým výbehom po aplikovaní krútiaceho momentu 
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na hodnotu okolo 140 𝑀𝑝𝑎. Časť drážky, v ktorej sa vyskytovali koncentrácie napätí je 
zobrazená na obr. 74.  
 
Predlžená drážka ale aj drážka s plynulým výbehom ukazujú, že maximálne 
redukované napätie vzniká práve v oblasti konca pera. Tieto miesta nie sú ovplyvnené 
ukončením drážky a správajú sa ako v prípade cez celý hriadeľ. V oboch  prípadoch 
vznikali ešte ďalšie napäťové špičky a to práve v miestach prechodu drážky v plný 
hriadeľ. Tieto napäťové špičky nie sú spôsobené nalisovaním, ale sú pôvodom, 
prenosu krútiaceho momentu hriadeľom a ohybu hriadeľa, spôsobenému ohybovým 
momentom.  V týchto miestach dosahovalo maximálne redukované napätie v obidvoch 
prípadoch podobných hodnôt. Výhodou drážky s plynulým prechodom je menšia 
oblasť koncentrácie napätia, takže aj menšia pravdepodobnosť výskytu porušenia 
materiálu. Hodnoty maximálneho redukovaného napätia sú zobrazené v tab. 16. 





𝑯 [𝑴𝑷𝒂] 31,4 144,6 148,7 
Tab. 16 Maximálne redukované napätie v hriadeli pri použití drážky s plynulým výbehom 
Tvar drážky hriadeľa nemal skoro žiadny vplyv na rozloženie napätia v náboji a vložke 
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4.4 Použitie dlhšieho pera 
 
Predošlé analýzy ukazujú, že ku koncentrácií napätia v hriadeli, ako po nalisovaní, tak 
aj po zaťažení náboju krútiacim momentom sa nachádza práve v miestach, kde 
dochádza k zaobleniu pera, čo znamená v oblasti, kde stena hriadeľa stráca kontakt 
so stenou pera. Preto som vytvoril model spoja, v ktorom je pero dostatočne dlhé na 
to, aby bolo s hriadeľom v kontakte aj za hranicou konca náboju. Dlhšie pero je taktiež 
použité medzi vložkou a nábojom. Takto sú steny pera v kontakte s vložkou a nábojom 
po celej ich dĺžke. Konštrukcia spoju hriadeľ-vložka-náboj s dlhou drážkou a použitím 
dlhšieho pera je zobrazená na obr. 75. 
Na obr. 76, kde je znázornená drážka pera po nalisovaní pri použití dlhšieho pera, 
môžeme vidieť rozdielne rozloženie redukovaného napätia v hriadeli ako tomu bolo pri 
predošlých prípadoch, kde vznikali špičky napätia v miestach, kde hriadeľ strácal 
kontakt s perom. V tomto prípade sú miesta s zvýšeným redukovaným napätím po 
celej dĺžke nalisovania a dosahovali maximálnu hodnotu 26,2 𝑀𝑃𝑎. Predlžené pero 
pozitívne vplýva na rozloženie napätia v hriadeli po nalisovaní. 
 
Obr. 75 Dlhá drážka s dlhším perom 
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Na obr. 77 už môžeme vidieť povedomé rozloženie napätia v okolí drážky hriadeľa. 
Napätie sa koncentrovalo podobným spôsobom ako v prípadoch s predĺženou 
drážkou, keď najväčšie napäťové špičky vznikali v miestach posledného kontaktu stien 
pera a hriadeľa, a to jedna na vonkajšom obvode hriadeľa a druhá v dolnom rohu 
drážky. V tomto prípade vznikali podobné napäťové špičky ale, mierne posunuté. 
Vznikali v mieste posledného kontaktu vložky a hriadeľa. Napätie tu dosahovalo 
vyšších hodnôt ako v prípadoch s obyčajným perom, a to 189,3 𝑀𝑃𝑎. 
Ohybový moment sa prejavil viac v rádiuse drážky ako v oblasti konca vložky podobne 
ako v prípade s obyčajným perom. Maximálna špička sa nachádzala na istom mieste 
ako pri zaťažení náboju krútiacim momentom a jej maximálne hodnota bola 
187,2 𝑀𝑃𝑎. Časť drážky kde sa koncentrovalo napätie je zobrazená na obr. 78. 
 
Obr. 76 Dlhá drážka s dlhším perom po nalisovaní 
 
Obr. 77 Dlhá drážka s dlhším perom po aplikovaní krútiaceho momentu 
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Predlžené pero nám zabezpečilo kontakt steny pera so stenou drážky hriadeľa po celej 
dĺžke náboju  a tak sa nám podarilo dosiahnuť priaznivejších výsledkov maximálneho 
redukovaného napätia v hriadeli po nalisovaní. Po zaťažení spoju krútiacim 
momentom vznikla napäťová špička, ktorá bola mierne posunutá ako v prípade 
s obyčajným perom, ale s podstatne väčšou hodnotou. Aplikovanie ohybového 







𝑵 [𝑴𝑷𝒂] 26,2 189,3 187,2 
Tab. 17 Maximálne redukované napätie v hriadeli pri použití dlhšieho pera 
Pri všetkých krokoch bola vložka podstatne viac namáhaná na svojom vnútornom 
obvode ako na vonkajšom. Najväčšie napäťové špičky vznikali v okolí vnútornej 
drážky. Po nalisovaní to boli 4 napäťové špičky symetricky sa vyskytujúce na koncoch 
vložky v dolných rohoch drážky, ako je zobrazené na obr. 79. Maximálne napätie tu 
dosahovalo 39,7 𝑀𝑃𝑎.  
Po aplikovaní krútiaceho momentu na náboj, na rozdiel od predlženej drážky s 
obyčajným perom kde vznikala napäťová špička už v mieste kde stena drážky vložky 
strácala kontakt so stenou pera, tu vznikla napäťová špička až na konci vložky a to v 
 
Obr. 78 Dlhá drážka s dlhším perom po aplikovaní ohybového momentu 
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pravom dolnom rohu drážky ako je zobrazené na obr. 80. Tu napätie dosahovalo 
112,9 𝑀𝑝𝑎. 
Ohyb hriadeľa vo vložke spôsobil odľahčenie v miestach najväčšej koncentrácie 
napätia a hodnota maximálneho redukovaného napätia bola 95,6 𝑀𝑝𝑎. Rozloženie 
napätia po aplikovaní ohybového momentu je zobrazené na obr. 81. 
Vo všetkých krokoch analýzy nemalo predlžené pero pozitívny vplyv na rozloženie 
napätia vo vložke. Napäťové špičky sa posunuli smerom k okraju vložky a v každom 
kroku dosahovalo maximálne napätie väčších hodnôt ako pri pere obyčajnom. Hodnoty 
maximálnych redukovaných napätí vložky sú zobrazené v tab. 18. 





𝑽 [𝑴𝑷𝒂] 39,7 112,9 95,6 
Tab. 18 Maximálne redukované napätie vo vložke pri použití dlhšieho pera 
V prípade náboju sa ukázalo, že predlžené pero nemalo vplyv na hodnotu 
maximálneho redukovaného napätia po nalisovaní, ktoré malo hodnotu 18,2 𝑀𝑃𝑎. 
Predlžené pero však zanechalo mierne následky na rozložení napätia v okolí drážky, 
kde posunulo špičku napätia na okraj náboju, ako je zobrazené na obr. 82, zatiaľ čo 
pri použití pera obyčajného sa špička napätia nachádzala v miestach kde stena drážky 
strácala kontakt so stenou pera. Zvýšené hodnoty napätia sa nachádzali po celom dne 
drážky náboju. 
 
Obr. 80  Vnútorná drážka vložky pri použití dlhšieho pera po aplikovaní krútiaceho momentu 
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Podobne ako pri nalisovaní tak, pri aplikovaní krútiaceho momentu na náboj, malo 
predlžené pero len mierny vplyv na rozloženie napätia v okolí drážky oproti peru 
obyčajnému a to opäť posunutie napäťovej špičky k okraju náboju. Jej hodnota bola 
33,1 𝑀𝑃𝑎  Oblasť drážky po aplikovaní krútiaceho momentu je zobrazená na obr. 83. 
Aplikácia ohybového momentu na hriadeľ len minimálne zvýšila maximálne 
redukované napätie v náboji, ktorého poloha sa nezmenila a tak maximálne 
redukované napätie v náboji dosiahlo hodnotu  34,3 𝑀𝑃𝑎. Oblasť drážky náboju po 
aplikovaní ohybového momentu je zobrazená na obr. 84. 
 
Obr. 82 Drážka náboju pri použití predlženého pera po nalisovaní 
 
Obr. 83  Drážka náboju pri použití predlženého pera po aplikovaní krútiaceho momentu 
 
Obr. 84  Drážka náboju pri použití predlženého pera po apikovaní ohybového momentu 
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Výsledné hodnoty maximálnych redukovaných napätí náboju pri použití predlženého 







𝑽 [𝑴𝑷𝒂] 18,2 33,1 34,3 
Tab. 19 Maximálne redukované napätie v náboji pri použití dlhšieho pera 
Použitím predlženého pera sme zabezpečili  kontakt vložky a náboju so stenami pera 
po celej ich dĺžke, čo vo všetkých prípadoch vyvolalo posun napäťových špičiek 
smerom k okraju náboja a vložky. Predĺžené pero malo pozitívny vplyv na maximálne 
redukované napätie len pri hriadeli a to po nalisovaní. Predlžené pero nemalo skoro 
žiadny vplyv na maximálnu hodnotu redukovaného napätia náboju v žiadnom kroku 
analýzy. Vo všetkých ostatných prípadoch malo negatívny vplyv na maximálne 
redukované napätie. 
 
4.5 Porovnanie výsledkov 
Pre jednoduchší prehlaď maximálnych redukovaných napätí v spoji som zoradil 
hodnoty do tabuliek vytvorených pre jednotlivé kroky úlohy. 
Pre hriadeľ to boli hodnoty zobrazené v tab. 20. 






50,8 248,8 273,0 
Hriadeľ-vložka-
náboj[𝑴𝑷𝒂] 
48,0 250,0 274,0 
Dlhá 
drážka[𝑴𝑷𝒂] 








26,2 189,3 187,2 
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Pre vložku to boli hodnoty zobrazené v tab. 21. 






- - - 
Hriadeľ-vložka-
náboj[𝑴𝑷𝒂] 
46,4 81,0 81,1 
Dlhá 
drážka[𝑴𝑷𝒂] 








39,7 112,9 95,6 
Tab. 21 Maximálne redukované napätie vo vložke pre rôzne prípady 
A hodnoty pre náboj sú zobrazené v tab. 22. 






48,8 77,7 77,7 
Hriadeľ-vložka-
náboj[𝑴𝑷𝒂] 
18,9 31,9 32,4 
Dlhá 
drážka[𝑴𝑷𝒂] 








18,2 33,1 34,3 
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Prebrali sme si zjednodušenú teóriu hrubostenných nádob, ktorú sme aplikovali na 
teoretický návrh spoju hriadeľ-náboj a neskôr na návrh spoju hriadeľ-vložka-náboj. 
Podľa navrhnutých parametrov spoju sme vytvorili elastické modely spojov  MKP, na 
ktoré bola aplikovaná rovnaká hodnota krútiaceho a ohybového momentu. Po analýze 
jednotlivých spojov sme vytvorili ďalšie modely MKP s úpravami spojov s cieľom 
dosiahnutia priaznivejších výsledkov maximálneho redukovaného napätia v spoji. 
Ako prvé v poradí sme analyzovali model klasického spoju hriadeľ-náboj, ktorý je 
bežne využívaný v praxi. Najviac namáhanou súčasťou spoju sa ukázal hriadeľ. Ako 
druhý v poradí sme analyzovali model spoju hriadeľ-vložka-náboj s vložkou teoreticky 
navrhnutou tak, aby sme čo najviac znížili maximálne redukované napätie v náboji. 
Toto napätie sa nám podarilo radikálne znížiť to zo 77,7 𝑀𝑃𝑎 na 32,4 𝑀𝑃𝑎. Vložka 
maximálne redukované napätie hriadeľa v podstate neovplyvnila a jeho hodnota 
zostala v obidvoch prípadoch okolo 273 𝑀𝑃𝑎. 
V nasledujúcich prípadoch, čo boli drážka cez celý hriadeľ a dlhá drážka, sme sa 
pokúsili popísať mechanizmy vzniku napäťových špičiek v hriadeli. Ukázalo sa, že 
rádius drážky hriadeľa funguje ako veľký koncentrátor pri skrútení hriadeľa a práve 
v ňom vzniká špička napätia. Pri opretí pera o rádius drážky hriadeľa spôsobenom 
aplikovaním krútiaceho momentu na náboj vzniká tiež napätie, ktoré sa sčíta. 
Posunom konca drážky hriadeľa mimo oblasť náboja sa vyhneme kontaktu rádiusu 
pera s rádiusom drážky hriadeľa. Takýmto spôsobom sa nám podarilo pomocou dlhej 
drážky znížiť maximálne redukovanú napätie v náboji na  151 𝑀𝑃𝑎.  
Na základe predošlých poznatkov sme vytvorili drážku s plynulým prechodom v plný 
hriadeľ. Prechod bol umiestnený dostatočne ďaleko, aby v ňom nedošlo k sčítaniu 
napätí od skrútenia hriadeľa a opretiu pera o stenu hriadeľa. Vzhľadom k výsledkom 
MKP modelu boli hodnoty maximálneho redukovaného napätia zanedbateľné 
v porovnaní s dlhou drážkou. Výhodou hriadeľa s plynulým prechodom môžeme 
považovať menšiu oblasť so zvýšeným redukovaným napätím, čo znamená s menšiu 
pravdepodobnosťou vzniku poruchy materiálu. 
Pri analýze modelov sme si mohli všimnúť, že napäťová špičky vznikajú práve 
v miestach posledného dotyku steny pera so stenami drážky hriadeľa, vložky a náboja. 
Preto sme vytvorili model s predĺženým perom ktoré nám zabezpečilo kontakt stien 
pera so stenami vložky a náboja po celej ich dĺžke. Predĺžené pero malo pozitívny 
vplyv na maximálne redukované napätie len na hriadeli a to pri nalisovaní, kde sa nám 
podarilo znížiť na 26,2 𝑀𝑃𝑎. Predlžené pero nemalo skoro žiadny vplyv na maximálne 
redukované napätie na náboji, a to pri žiadnom z krokov zaťaženia spoju, kde len 
posunulo napäťovú špičku smerom k okraju náboja. Vo všetkých ostatných prípadoch 
malo predlžené pero negatívny vplyv na maximálne redukované napätie v spoji.  
Všetky výsledky maximálnych redukovaných napätí sú zoradené v kapitole  4.5. Podľa 
uvedených tabuliek môžeme za najlepšiu variantu považovať spoj hriadeľ-vložka-
náboj pri použití drážky s plynulým výbehom, kde sa nám, v porovnaní s klasickým 
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spojom hriadeľ-náboj, podarilo znížiť maximálne redukované napätie v hriadeli 
zo 273 𝑀𝑃𝑎 na 149 𝑀𝑃𝑎 a v náboji sa nám podarilo znížiť zo 78 𝑀𝑃𝑎 na 32 𝑀𝑃𝑎. 
Maximálne redukované napätie vo vložke bolo v tomto prípade 84 𝑀𝑃𝑎, čo je mierne 
vyššie ako pri použití klasickej drážky spoju hriadeľ-vložka-náboj, kde maximálne 
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7 Zoznam použitých označení 
Symbol Jednotka Popis 
𝑝 [MPa] Tlak 
𝜎𝑟  [N·mm
-2] Napätie radiálne 
σ𝑡 [N·mm
-2] Napätie tangenciálne 
 𝜎𝑜 [N·mm
-2] Napätie osové 
𝜎𝐷 [N·mm
-2] Dovolené napätie 
𝜎𝑟𝑒𝑑 [N·mm
-2] Redukované napätie  
∆𝑟 [mm] Presah na polomery 𝑟 
 𝑀𝑘  [N·mm] Krútiaci moment 
 𝑀𝑂  [N·mm] Ohybový moment 
𝑆 [mm2] Styková plocha 
𝑓 [-] Súčiniteľ trenia 
𝐹𝑇  [N] Sila trecia 
𝑙 [mm] Dĺžka náboju 
𝜎𝑟𝑒𝑑
𝐻 [N·mm-2] Redukované napätie hriadele 
𝜎𝑟𝑒𝑑
𝑉 [N·mm-2] Redukované napätie vložky 
𝜎𝑟𝑒𝑑
𝑁 [N·mm-2] Redukované napätie náboju 
𝜎𝑡
𝐻 [N·mm-2] Tangenciálne napätie hriadele 
𝜎𝑡
𝑉 [N·mm-2] Tangenciálne napätie vložky 
𝜎𝑡
𝑁 [N·mm-2] Tangenciálne napätie náboju 
𝜎𝑟
𝐻 [N·mm-2] Radiálne napätie hriadele 
𝜎𝑟
𝑉 [N·mm-2] Radiálne napätie vložky 
𝜎𝑟
𝑁 [N·mm-2] Radiálne napätie náboju 
𝐸 MPa modul pružnosti v ťahu 
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